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RÉSUMÉ.Ce papier s’intéresse à la séquentialisation des séries formelles à coefficients dans le
semi-anneau(R∪ {−∞},max,+) qui représentent le comportement de réseaux de Petri tem-
porisés bornés. Des méthodes existent pour modéliser les réseaux de Petri temporisés saufs par
des automates (max,+). Les automates résultants sont presque toujours non déterministes et
les procédures de déterminisation existantes ne peuvent que très rarement leur être appliquées.
Ceci proscrit l’utilisation de certains résultats, notamment pour l’évaluation de performances
et la commande. Nous présentons un semi-algorithme pour obtenir des automates (max,+) dé-
terministes en se basant sur la sémantique des réseaux de Petri temporisés. Les automates
obtenus peuvent être infinis, mais nous proposons une condition suffisante pour assurer que le
semi-algorithme termine et conduise à un automate (max,+) déterministe fini. Lorsque le ré-
seau considéré ne peut être séquentialisé (car la procédurene termine pas), nous proposons de
restreindre le comportement logique du réseau de sorte à assurer la séquentialisation.

ABSTRACT.In this paper we are interested in sequentialization of formal power series with co-
efficients in the semiring(R ∪ {−∞},max,+) which represent the behavior of timed Petri
nets. Several approaches make it possible to derive nondeterministic (max,+) automata mode-
ling safe timed Petri nets. Their nondeterminism is a serious drawback since determinism is a
crucial property for numerous results on (max,+) automata (in particular, for applications to
performance evaluation and control) and existing procedures for determinization succeed only
for restrictive classes of (max,+) automata. We present a natural semi-algorithm for determi-
nization of behaviors based on the semantics of timed Petri nets. The resulting deterministic
(max,+)-automata are often infinite, but a sufficient condition is proposed to ensure that the
semi-algorithm terminates and leads to a finite state deterministic (max,+)-automaton. Moreo-
ver, if the net cannot be sequentialized we propose a restriction of its logical behavior so that
the sufficient condition becomes satisfied for the restricted net.
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1. Introduction

Les réseaux de Petri temporisés introduits dans (Ramchandani, 1973) sont devenus
un outil de référence dans la modélisation des systèmes concurrents dans lesquels la
temporisation des événements est déterministe. Toutefois, d’un point de vue mathéma-
tique, les modèles basés sur les automates (et leurs extensions temporisées) semblent
être mieux adaptés pour le calcul des comportements (sériesformelles) et pour des
applications à la commande supervisée. Les automates (max,+), c’est-à-dire les auto-
mates à multiplicités dans le semi-anneau idempotent(R ∪ {−∞},max,+) ont été
étudiés dans (Gaubert, 1995 ; Gaubert, Mairesse, 1999) où ila notamment été mon-
tré que le comportement d’un réseau de Petri temporisé sauf peut être décrit par un
automate (max,+) particulier, appelé automate de type tas.Il s’avère que les auto-
mates (max,+) ainsi dérivés sont typiquement non déterministes (excepté dans les cas
simples sans concurrence tels que les graphes d’états saufs). Ces modèles ont été ex-
ploités notamment pour l’évaluation de performances (Gaubert, 1995) et l’ordonnan-
cement (Houssin, 2011) de systèmes. Leur utilisation pour la commande supervisée
s’avère délicate du fait que seuls les systèmes décrits par des automates (max,+) déter-
ministes permettent l’obtention de contrôleurs rationnels, voir (Komendaet al., 2009 ;
Badouelet al., 2011), et les procédures de déterminisation échouent pources modèles.
Rappelons que seule une sous-classe des automates (max,+) est déterminisable (c’est-
à-dire, pouvant être représenté par un automate (max,+) déterministe équivalent), et
que les algorithmes établis jusqu’ici ne s’appliquent qu’àdes classes restrictives.

Nous considérons dans ce papier les réseaux de Petri temporisés bornés (le mar-
quage de chaque place est borné par une constante). Nous proposons une procédure
qui associe à chacun de ces réseaux un automate (max,+) déterministe. L’automate ré-
sultant est parfois infini du fait de la non-terminaison de laprocédure (ce constat était
prévisible notamment parce que tout automate (max,+) ne peut être déterminisé). La
procédure est basée sur un dépliage du graphe d’atteignabilité du réseau logique sous-
jacent en utilisant les vecteurs des horloges associées auxtransitions, ceci en accord
avec la sémantique des réseaux de Petri temporisés. Après avoir expliqué la différence
entre la politique dite de la course et celle de la préselection, nous proposons une
condition suffisante qui assure la terminaison de la procédure de déterminisation ba-
sée sur une notion forte de vivacité des transitions. Finalement, nous présentons une
technique basée sur la restriction du comportement logique(langage du réseau de Pe-
tri) permettant de restreindre le langage du réseau (typiquement en limitant les choix
possibles grâces aux places de conflit) de telle façon que le réseau modifié puisse être
séquentialisé.

Le papier est organisé comme suit. Dans la section suivante,des définitions et
résultats préliminaires sont brièvement énoncés. Dans la section 3, nous proposons
un semi-algorithme de déterminisation. Cette procédure pouvant ne pas terminer, une
condition suffisante de terminaison est proposée dans la section 4. La section 5 est
dédiée à une technique qui permet d’imposer la condition suffisante en restreignant
le comportement logique du réseau (i.e., le support de la série formelle qui décrit le
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comportement du réseau). Une conclusion est proposée dans la section 6, ainsi que
des extensions et applications futures de notre approche.

2. Préliminaires

Les concepts et résultats sur les dioïdes, les automates (max, +) et les réseaux de
Petri utilisés par la suite sont brièvement rappelés dans cette section. Le lecteur est in-
vité à consulter les références (Baccelliet al., 1992), (Gaubert, 1995) et (David, Alla,
2010) pour disposer de plus de détails.

DÉFINITION 1 (dioïde). —Un dioïdeest unsemi-anneau(D,⊕,⊗) dans lequel l’ad-
dition ⊕ est idempotente. L’addition (resp., la multiplication⊗) a un élément nulε
(resp., identitée).

Un exemple classique de dioïde est l’ensembleR∪{−∞} doté du maximum pour
loi additive et de l’addition conventionnelle comme multiplication, notéRmax, avec
ε = −∞ ete = 0.
L’ensemble des matricesn×n à coefficients dansRmax doté de l’addition et de la mul-
tiplication matricielles définies de façon usuelle est également un dioïde, notéRn×n

max .
L’élément nul (neutre pour l’addition) est la matrice, notée εn et exclusivement com-
posée deε (= −∞). La matrice identité (neutre pour la multiplication) est lamatrice,
notéeIn, composée dee (= 0) sur la diagonale et deε (= −∞) partout ailleurs.
Pour nombre réela, on notea+ = max{a, 0} eta− = −min{a, 0}. Etant donné un
vecteur~c ∈ R

1×n
max et un scalaired ∈ Rmax, on note~c + d la somme (usuelle) point à

point de~c et ded = (d, d, . . . , d).

Si A est un ensemble (alphabet) fini, le monoïde libre surA est défini par l’en-
sembleA∗ des mots finis composés de lettres appartenant àA. Un motw ∈ A∗ peut
être écrit comme une séquencew = a1a2 . . . ap où a1, a2, . . ., ap ∈ A et p est un
entier naturel. Une relation d’ordre, notée�, peut être définie : pourv, w ∈ A∗, on a
v � w s’il existeu, u′ ∈ A∗ tel quew = uvu′. On appelle alorsv un sous motdew.
Enfin, pour un motv ∈ A∗, la longueur dev est notée| v |.

Un automate dont les transitions sont pondérées (à multiplicités) dans le semi-
anneauRmax est appelé automate (max,+).

DÉFINITION 2 (automate (max,+)). — Un automate (max,+)G est un 4-uplet
(Q,A, α, µ) où :

– Q etA sont des ensembles finis respectivement d’états et d’événements ;

– α ∈ R
1×|Q|
max est tel queαq 6= ε si q est un état initial ;

– µ : A∗ → R
|Q|×|Q|
max est un morphisme, spécifié par les matricesµ(a) ∈

R
|Q|×|Q|
max , a ∈ A et la relation suivante pour toute chaînew = a1 . . . an :

µ(w) = µ(a1 . . . an) = µ(a1) . . . µ(an).
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Un coefficient[µ(a)]qq′ 6= ε signifie qu’à partir de l’étatq, une transition vers l’état
q′ est possible si l’événementa survient.

Cette définition est légèrement différente de celle donnée dans (Gaubert, 1995) car
on ne distingue pas les états finaux (tous les états sont considérés finaux comme pour
les modèles de type tas (Gaubert, Mairesse, 1999)). Ainsi, le langage sous-jacent des
automates (max,+)1 sera toujours préfixe clos.

EXEMPLE 3. — La figure 1 est un exemple de représentation graphique associée à
un automate (max,+) :

– les nœuds correspondent aux étatsq ∈ Q ;

– une flèche existe d’un étatq ∈ Q vers un étatq′ s’il existe un événementa ∈ A
tel que[µ(a)]qq′ 6= ε : l’arc est labellisé para/[µ(a)]qq′ et représente la transition
d’états quand l’événementa se produit. La valeur de[µ(a)]qq′ est interprétée comme la
durée associée à l’événementa (à savoir, le temps d’activation avant que l’événement
a puisse se produire) ;

– une flèche sans état de départ distingue un état initial, et le poids associé est un
délai initial.

Dans cet exemple, on aQ = {q1, q2, q3, q4}, A = {a, b}, α =
(

0 · 0 0
)

,
et

µ(a) =









· 2 · 2
· · · ·
· 1 · 1
· 3 · 3









, µ(b) =









· · · ·
2 · 2 ·
· · · ·
· · · 0









.

Figure 1. Un automate (max,+)

�

1. Supports des séries de puissance formelle reconnues.
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Afin de décrire l’évolution dynamique d’un automate (max,+), le vecteurxG(w) ∈

R
1×|Q|
max , avecw ∈ A∗, est défini par :

xG(w) = αµ(w) . (1)

Un élément[xG(w)]q est interprété comme la date à laquelle l’étatq est atteint à l’issue
de la séquencew partant d’un état initial (avec pour convention que[xG(w)]q = ε si
l’état q n’est pas atteignable à partir d’un état initial à travers laséquencew). Les
éléments dexG sont desdateurs généralisés, on a :
xG(wa) = xG(w)µ(a) avecxG(ε) = α. Finalement, le dateur généraliséyG(w) =
⊕q(xG)q(w) définit comme la somme (maximum) des composantes dexG est connu
comme la sortie ou comportement deG. En effet,yG est souvent représenté sous
forme d’une série formelle sous jacente:yG =

⊕

w∈A∗ yG(w)w.

DÉFINITION 4 (Réseau de Petri). — Un réseau de PetriG est un 4-uplet
(P , T ,F ,M0), oùP est un ensemble fini de places,T est un ensemble fini de tran-
sitions,F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P) est une relation entre les places et les transitions,
M0 : P → N définit le marquage initial des places.

Le marquage évolue selon les règles suivantes :

1. La transitiona estsensibiliséepour un marquageM (propriété notéeM
a
→)

s’il existe au moins un jeton dans chacune de ses places d’entrée.M 6
a
→ signifie que

la transitiona n’est pas sensibilisée pourM .

2. Une transitiona sensibilisée peut être franchie/tirée. Le tir dea transformeM
enM ′ en ôtant un jeton dans chacune de ses places d’entrée et en ajoutant un jeton
dans chacune de ses places de sortie (transformation décrite par la notationM

a
→ M ′).

Un motw = a1a2 . . . an ∈ T ∗ correspond à uneséquence de franchissementpartant
d’un marquageM0 s’il existe une séquence de marquagesM1M2 . . .Mn telle que la
transitionai est sensibilisée pourMi−1 et que son franchissement transformeMi−1

enMi, soit la notationM0
a1→ M1

a2→ . . .Mi−1
ai→ Mi. Le langageL(G) d’un réseau

de PetriG est égale à l’ensemble des séquences de franchissementw ∈ T ∗ possibles
depuis le marquage initialM0.

Un réseau de Petri est ditsauf(resp.,m-borné) si pour tous les marquages acces-
sibles, chaque place contient au plus un jeton (resp., au plusm jetons).

Le graphe d’atteignabilité d’un réseau de Petri bornéG est l’automateReach(G) =
(M,M0, T , tr), oùM est l’ensemble des marquages atteignables (fini de par l’hypo-
thèse de bornitude),M0 ∈ M est le marquage initial, l’ensemble des événements est
l’ensemble des transitions (typiquement labellisées par des symboles alphabétiques en
bijection avecT ) et la fonction partielle de transitiontr : M×T → M définie pour

M,M ′ ∈ M, t ∈ T par tr(M, t) = M ′ ssiM
t
→ M ′. L’automateReach(G) est

déterministe puisque chaque transition a un label différent.

Pour une transitiona ∈ T , •a (resp.,a•) représente l’ensemble de ses places
d’entrée (resp., de sortie). Le réseau de Petri est ungraphe d’étatsi ces ensembles
sont des singletons pour toutes les transitions. De façon duale, pour une placep ∈ P ,
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•p (resp.,p•) représente l’ensemble des transitions en amont (resp.,enaval) dep. Le
réseau de Petri est ungraphe d’événementssi ces ensembles sont des singletons pour
toutes les places du réseau. On considère les réseaux de Petri temporisés pour lesquels
des durées finies de franchissement sont associées aux transitions.

DÉFINITION 5 (Réseau de Petri temporisé). —Un réseau de Petri temporisé est
un uplet(G, τ), où τ = (τa)a∈T est un vecteur représentant les temps associés aux
transitions,τa est interprété comme le temps minimal devant s’écouler entre l’instant
où la transitiona est sensibilisée et l’instant où elle peut être franchie.

On appelegraphe d’événements temporisé(GET) un réseau de Petri temporisé
dont le réseau logique est un graphe d’événements. Plusieurs hypothèses sur le fonc-
tionnement des réseaux de Petri temporisés sont faites par la suite :

– un jeton du marquage initial est supposé être arrivé dans leréseau de Petri à
l’instant 0 ;

– si une place a plusieurs transitions de sortie (ce qui est une situation potentielle
de conflit), il est nécessaire, pour chaque jeton dans cette place, de décider quelle
transition doit être tirée. Ils existent deux politiques pour arbitrer les conflits. Nous
préférons dans ce papier politique de course qui est basée sur les considérations tem-
porelles: la transition dont le franchissement peut se produire le plus tôt est tirée (une
définition plus précise de la sémantique est donnée dans la section suivante).

– quand une transition est franchie, elle l’est dès que possible, ce qui correspond
à une vitesse maximale (au plus tôt) de fonctionnement.

Un réseau de Petri est représenté par un graphe orienté biparti comme par exemple
sur la figure 2. Les deux types de nœuds sont les places dansP et les transitions
dansT , lesquelles sont habituellement représentées par respectivement des cercles
et des barres. Un élément deF est représenté par un arc orienté d’une place vers
une transition ou d’une transition vers une place. Le marquage dans une placeq est
représenté parM(q) jetons dans la place.

3. Procédure de séquentialisation pour les réseaux de Petritemporisés

Nous proposons dans cette section un semi-algorithme permettant la détermini-
sation des comportements des réseaux de Petri temporisés bornés. Rappelons que la
déterminisation est importante pour aborder les problèmesde commande des systèmes
temporisés qu’ils soient modélisés par des automates (max,+) ou par des réseaux de
Petri temporisés dont le comportement est régi par des séries formelles. En effet, seuls
les systèmes dont les séries sont non ambiguës permettent l’existence de contrôleurs
rationnels (Komendaet al., 2009 ; Badouelet al., 2011). Notre approche consiste à
chercher des conditions assurant l’existence d’un automate (max,+) ayant le même
comportement (la même série formelle (max,+)) que le réseaude Petri. La sémantique
considérée pour les réseaux temporisés bornés est celle appeléepolitique de la course.

La sémantique des réseaux de Petri temporisés peut être définie en termes de sys-
tèmes de transitions temporisés (STT) où les transitions discrètes alternent avec le
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passage du temps, lesquels constituent un modèle sémantique de référence pour une
large classe de systèmes temporisés, notamment les réseauxde Petri temporels et les
automates temporisés. Cette sémantique est basée sur la notion d’état étendu, lequel
comprend l’état discret (c’est-à-dire, le marquage du réseau logique sous-jacent) et un
vecteur avec les valeurs des horloges associées aux transitions.

L’horloge associée à la transitiont ∈ T est notéect et elle mesure le temp écoulé
depuis sa dernière remise à zéro. L’état étendu est alors représenté par la paire(M,~c)
composée du marquageM ∈ M et du vecteur des horloges~c = (ct)t∈T . L’état initial
est donné par(M0,~0), où~0 est un vecteur composé de zéros.

Rappelons qu’une transitiont ∈ T est dite sensibilisée par un marquageM (ce qui

est notée parM
t
→) si ∀p ∈ •t : M(p) ≥ 1. L’ensemble des transitions sensibilisées

par un marquageM est notéEn(M) = {t ∈ T : M
t
→}.

L’ensemble des horloges remises à zéro à l’issue du franchissement d’une tran-
sition sont celles correspondant aux transitions qui sontnouvellement sensibilisées.
Étant donné un marquage courantM ∈ M qui sensibilise la transition̄t ∈ T et

M
t̄
→ M ′, une transition est nouvellement sensibilisée par le marquageM ′ si elle

est sensibilisée parM ′ alors qu’elle ne l’était pas par le marquage intermédiaire,c.-à-
d., le marquageM ′ auquel ont été retirés les jetons des places situées en amontayant
contribué au franchissement de la transition, ceci sans ajouter les jetons dans les places
situées en aval. Formellement, le marquage intermédiaire est défini par :

M ′′(p) =

{

M(p) si t 6∈ p•,
M(p)− 1 sinon, i.e.,t ∈ p•.

La transitiont′ ∈ T est nouvellement sensibilisée par le marquageM ′, qui résulte

du franchissement de la transition précédenteM
t̄
→ M ′, ce que nous notons par

t′ ∈ NewEn(M, t̄,M ′), siM ′ t′
→ et soitt′ = t̄ ou bienM ′′ 6

t′
→.

Afin de simplifier la présentation, nous introduisons la notation suivante : pour un
sous-ensemble des transitionsS ⊆ T et un vecteur de valeurs d’horloges~c = (ct)t∈T ,
Reset(c, S) s’interprète comme de nouvelles valeurs d’horloges, où lescomposantes
correspondant aux transitions deS sont remises à0 et les autres composantes restent
intactes, soit :

Reset(~c, S)t =

{

ct si t 6∈ S
0 si t ∈ S

Il y a deux types de transitions dans les STT, cf. (Limeet al., 2012) : les transitions
discrètes et les transitions temporelles correspondant simplement à l’écoulement du
temps.

Dans le cas particulier des réseaux temporisés, où aucune borne supérieure pour
l’intervalle de durée de franchissement n’est spécifié, et où le fonctionnement est à
vitesse maximale (les transitions sont franchies dès qu’elles sont sensibilisées), les
transitions continues et discrètes sont définies comme suit.
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On considère que le temps ne peut plus s’écouler si une transition sensibilisée peut

être franchie instantanément :(M,~c)
t
→ (M ′,~c + d) pourd ∈ R

+ si ∀t ∈ En(M)
et∀0 < d′ ≤ d : ct + d′ ≤ τt. Ceci correspond bien à la politique de la course pour
la résolution des conflits quand il y a plusieurs transitionssensibilisées dans le réseau.
Au lieu de condition d’écoulement du temps avec des délais non déterministes, nous
avons dans le cas des réseaux temporisés, un écoulement du temps bien déterminé qui
peut donc être exactement calculé. Notamment, la transition continue de STT est :

(M,~c)
a
→ (M,~c+ d)

avecd = mina∈En(M) τa − ca, ce qui s’interprète comme le temps qui peut s’écouler
jusqu’au franchissement de la première transition sensibilisée par le marquage courant
M , puisque la valeur de son horlogeca atteint la valeur de temporisationτa de la
transition. La transition dont l’horloge a atteint en premier la valeur de temporisation
est donc retenue pour le franchissement tandis que les autres transitions sensibilisées
peuvent attendre. Dans le cas particulier de conflit entre plusieurs transitions en aval
d’une place suffisamment marquée : il y a plusieurs transitions qui « gagnent » la
course (i.e.,et on considère alors tous les franchissements possibles.

Dans le cadre des STT, les transitions discrètes, choisies parmi celles qui sont
sensibilisées comme décrit ci-dessus, sont définies par :
(M,~c)

a
→ (M ′, ~c′) si :

– il existe une transitionM
a
→ M ′ dans le réseau logique ;

– ca = τa ;

– c′ = Reset(~c,NewEn(M ′, t,M)).

L’élément intéressant dans le cas des réseaux temporisés est que les transitions
discrètes et continues peuvent être combinées sous la formed’une transition discrète
avec une multiplicité qui correspond à l’écoulement du temps entre deux transitions
discrètes consécutives, ce qui coïncide exactement avec lasémantique des automates
(max,+) en termes de STT. Depuis un état, on peut combiner l’écoulement du temps
avec la transition discrète suivante au sein d’une unique transition à multiplicité.

Plus précisément, on définit directement(M,~c)
a
→ (M ′,~c + d) = (M ′, ~c′) avec

d = mina∈En(M)(τa − ca) et

~c′ = Reset(~c+ d,NewEn(M ′, t,M)) (2)

comme une transition d’automate (max,+)

(M,~c)
a/d
→ (M ′, ~c′).

La durée d’un événementa dans l’automate (max,+) déterministe obtenu est appe-
lée, par la suite, la durée observée, ou séquentialisée, dea. L’état initial de l’automate
(max,+) est(M0,~0). On appelle la serie formelle (max,+) obtenu comme le compor-
tement de cet automate la série formelle du réseauG.
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Illustrons cette approche à l’aide d’un exemple.

EXEMPLE 6. — Prenons l’exemple simple du producteur-consommateur modélisé
par le GET de la figure 2. L’automate (max,+) déterministe correspondant est repré-
senté sur la figure 3.

Figure 2. Réseau de Petri temporiséG

Figure 3. Automate (max,+) déterministeG correspondant àG

�

La procédure de déterminisation deG est basée sur un dépliage du graphe de mar-
quages du réseau logique sous-jacent et en utilisant les vecteurs d’horloges associées
aux transitions, ceci en accord avec la sémantique des réseaux de Petri temporisés.

Procédure de déterminisation du comportement d’un réseau de Petri temporisé
bornéG = (P , T ,M0,F , τ).

1. Construire le graphe de marquages deG, notéreach(G) = (M, A,M0, t).

2. Construire l’automate (max,+) correspondant, notéGd = (Qd, A, q0,d, δd) :
Initialisation : A = T , q0 = (M0, (0, . . . , 0)), Qd = {(M0, (0, . . . , 0))},
ProcédureRécursive (M0, (0, . . . , 0)).

ProcédureRécursive (M,~c)

Pour touta ∈ T tel queM
a
→ M ′ :

Calculer d’après l’Equation (2) les nouvelles valeurs d’horlogesc′ pour la transition
(M,~c)

a
→ (M ′, ~c′) .

S’il existe(M̂, ~̂c) ∈ Qd tel queM̂ = M ′ et ~̂c = ~c′

posons alors
δd((M,~c), a, (M̂, ~̂c)) = (τa − ca)

+

Sinon
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"Créer un nouvel état"Qd := Qd ∪ (M ′, ~c′) et posons
δd((M,~c), a, (M ′, ~c′)) = (τa − ca)

+

ProcédureRécursive (M ′, ~c′)
Fin Pour tout
Fin ProcédureRécursive

Soulignons que, d’après la sémantique opérationnelle des réseaux de Petri tem-
porisés, deux états étendus égaux (c.-à-d., avec les mêmes marquages et les mêmes
valeurs d’horloges) doivent être bisimilaires. Autrementdit, leurs comportements fu-
turs coïncident, car il est bien connu que, pour les automates (max,+) déterministes,
la bisimilarité coïncide avec l’égalité des séries formelles. De tels états peuvent être
fusionnés et un nouvel état n’est pas créé s’il existe déjà unétat(M̂, ~̂c) ∈ Qd avec
M̂ = M ′ et ~̂c = ~c′.

Par contre, il se peut qu’il existe deux (ou plusieurs) étatsétendus ayant les mêmes
comportements futurs (donnant lieu aux mêmes séries formelles), mais avec des va-
leurs d’horloges différentes. Autrement dit, l’automate (max,+) déterministe que l’on
obtient n’est pas minimal. Ceci ne constitue pas un problèmemajeur dans le cas où
l’automate est fini (ce qui est toujours le cas pour un réseau sans conflit), car il existe
des algorithmes de minimisation des automate (max,+) déterministes calculables en
temps polynomial (cf. (Mohri, 1997)). Pour les réseaux avecdes places de conflits (un
graphe d’état suffit pour voir ce problème !), il arrive typiquement que la Procédure 3
ne se termine pas, car il y a un nombre infini d’états étendus dès que le vecteur des
horloges, calculé à l’aide de l’équation (2) peut être non borné.

REMARQUE 7. — Nous avons montré comment obtenir un automate (max,+) ayant
la même série formelle (max,+) qu’un réseau de Petri temporisé en considérant la po-
litique de la course lors de résolution de conflits. Une autrepolitique de résolution des
conflits entre les transitions sensibilisées par un marquage est celle dite deprésélec-
tion. Dans ce cas, toutes les séquences de tirs possibles d’un point de vue logique sont
considérées (même si certaines d’entre-elles contredisent l’ordre compatible avec les
temporisations du réseau). Autrement dit, la politique de présélection consiste à consi-
dérer toutes les séquences de franchissement du graphe de marquages, ce qui revient à
chercher les temporisations des transitions dans le graphede marquages compatibles
avec le comportement concurrent du réseau temporisé. Il s’ensuit que les automates
(max,+) construits pour la politique de la présélection englobent les automates propo-
sés dans la section précédente pour la politique de la course.

La politique de la présélection permet donc de considérer une classe plus large
de comportements. Elle peut donner du sens à des modèles qui n’en auraient pas en
utilisant la politique de la course. Rappelons que la modélisation des réseaux de Pe-
tri temporisés saufs par des automates (max,+) (Gaubert, Mairesse, 1999 ; Lahayeet
al., s. d.) considère systématiquement la politique de la présélection. Pour cette poli-
tique, il faut ajuster les règles de transitions discrètes et continues des STT : si l’on
choisit de tirer une transition qui ne gagnerait pas la course, alors la valeur d’horloge
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de la transition suivante, celle qui devait être tirée, dépasse sa temporisation. Dans
ce cas, la transition sera instantanée (car les durées séquentialisées ne peuvent pas
être négatives), mais il y aurait une perte d’information sil’horloge des transitions
nouvellement sensibilisées était remise à zéro : à ces horloges devront être associées
des valeurs positives correspondant à la différence entre les valeurs d’horloges et les
temporisations. �

4. Condition suffisante pour la séquentialisation

Bien souvent il n’existe pas un automate (max,+) fini déterministe ayant le même
comportement qu’un réseau de Petri temporisé borné donné. Pour s’en convaincre, il
suffit de considérer un réseau de Petri temporisé sauf de la figure 4. Il est clair que seule
transitionc peut etre tiré, carb n’est gagne jamais la course avecc. Intuitivement, le
fait que certains réseaux de Petri temporisés bornés ne puissent pas être séquentialisés
vient de la nécessité de disposer d’une mémoire infinie pour décrire leurs comporte-
ments sous la forme d’un automate (max,+) déterministe. Plus précisément, il existe
une transition sensibilisée qui ne peut ne pas être tirée surune période de temps non
bornée du fait que d’autres transitions sensibilisées (typiquement des séquence cor-
respondant à des circuits du graphe de marquages) sont tirées. Afin de permettre la
séquentialisation de tels systèmes, il faudrait un nombre infini de compteurs (sous
forme de nouveaux états) pour calculer la durée de cette période non bornée pendant
laquelle la transition n’est pas tirée. En termes de vecteurd’horloges, c’est ce type de
situation qui se traduit par une augmentation non bornée de l’horloge de la transition
"oubliée", ce qui fait que la procédure de déterminisation ne termine pas faute d’avoir
un nombre infini de valeurs d’horloges différentes atteignables.

Figure 4. Réseau de Petri pour lequel la procédure ne terminepas

Ceci arrive quand on peut attribuer la ressource (jeton) dans une place de conflit
indéfiniment (pendant une période de temps non bornée) seulement pour un sous en-
semble de transitions situées en aval de cette place, alors que les autres transitions en
aval ne sont plus tirées. Dans ce cas, nous devons mémoriser le temps de séjour des
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jetons pour les autres branches afin de pouvoir déterminer ladurée observée d’une
transition une fois choisie pour être franchie.

Une façon de pallier ce problème est de restreindre le comportement logique du
réseau en arbitrant tous les conflits de façon à ce que chaque délai entre deux franchis-
sements consécutifs de chaque transition soit fini. Formellement, nous voudrions qu’il
existe une borne sur la longueur maximale des sous mots qui necontienne pas une
transition donnée. Une telle condition formulée ci-dessous sera alors suffisante pour
que le comportement d’un réseau de Petri temporisé borné puisse être séquentialisé,
i.e.,qu’il existe un automate (max,+) fini déterministe avec le même comportement.

Nous soulignons ici que pour les réseaux de Petri temporisésavec des temporisa-
tions rationnelles (qui peuvent être transformées en nombres naturels de façon stan-
dard), et donc si les horloges de toutes les transitions sontbornées, alors l’espace des
horloges est fini.

DÉFINITION 8 (Vivacité forte). — Soit G un réseau de Petri temporisé borné, les
transitions deG sont dites fortement vivantes si(∀t ∈ T , ∀w ∈ L(G), ∀v � w,
∃N ∈ N : (| v |≥ N ⇒ t ∈ v)).

La vivacité forte signifie qu’il existe pour chaque transition une borne sur la lon-
gueur de sous mots du langagev telle que siv est plus long que cette borne, alorsv
contient la transition.

PROPOSITION9. — SoitG un réseau de Petri temporisé qui satisfait la vivacité forte.
Son comportement est alors séquentialisable,i.e., il existe un automate (max,+) dé-
terministe fini ayant la même série formelle.

PREUVE 10. — Supposons que le langage du réseau de Petri soit rationnel. Construi-
sons l’automate (max,+) déterministe décrit dans la procédure de déterminisation. Il
est facile de voir que la vivacité forte implique qu’un nombre fini des états étendus suf-
fit pour décrire le comportement temporel du réseau. Comme les temporisations des
transitions sont rationnelles, (i.e.,des entiers en changeant l’échelle), le seul cas où le
nombre d’états étendus est infini, est qu’il existe une horloge dont les valeurs ne sont
pas bornées. Une horloge peut seulement croître au-delà de toute borne si cette hor-
loge n’est pas périodiquement remise à zéro (depuis un certain temps, elle n’est plus
remise à zéro). D’après la sémantique du réseau, ceci arrivesi la transition n’est pas
nouvellement sensibilisée. Mais la vivacité forte implique que, quelque soit le com-
portement logique (qui seul décide des transitions nouvellement sensibilisée), toute
transition est franchie (et donc nouvellement sensibilisée avant son franchissement)
de façon périodique. �

Ce résultat admet comme conséquence intéressante que le comportement de tout
graphe d’événements temporisé est séquentiel.

COROLLAIRE 11. —Pour tout graphe d’événements temporiséG borné, il existe un
automate (max,+) déterministe fini ayant la même série formelle queG.
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PREUVE 12. — Ce résultat découle de la propriété, bien connue, des graphes d’évé-
nements temporisés (GET), notamment que ceux-ci admettenttoujours un régime pé-
riodique après un régime transitoire (Baccelliet al., 1992), autrement dit, dans un GET
vivant, toute transition est tirée périodiquement, ce qui est exigée par la vivacité forte.

�

Notons que n’importe quel graphe d’état sauf admet un automate (max,+) détermi-
niste fini ayant la même série formelle : comme il n’y a pas de concurrence effective
(le comportement des graphes d’états temporisés est purement séquentiel), il suffit
d’ajouter au graphe de marquage les temporisations des transitions, car les durées ob-
servées des transitions coïncident avec leurs temporisations, cf. (Lahayeet al., s. d.).

La vivacité d’un réseau est une condition standard imposantqu’à partir de tout
marquage du réseau, toutes les transitions peuvent être tirées,i.e.,pour toutM et t, il

existe une séquence de tirss ∈ T ∗ telle quet peut être tirée aprèss : M
s
→ M ′ t

→. Il
est alors évident que la vivacité forte implique la vivacitéalors que l’inverse n’est pas
vrai en général.

Une question naturelle est de savoir si la condition de vivacité forte peut être vé-
rifiée, car la définition impose l’existence d’une borne difficile à établir. Néanmoins,
nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION13. —La vivacité forte d’un réseau de Petri temporisé bornéG équi-
vaut à ce que chaque circuit de son graphe de marquages contient toutes les transitions
du réseau.

PREUVE 14. — La preuve est simple, car si tous les circuits contiennent tous les évé-
nements, alors, pour tout mot du langage du réseau et pour chaque sous mot suffisam-
ment long, on devra trouver toutes les transitions. Inversement, s’il existe un circuit
qui ne contient pas une transition, il est clair qu’en tirantrépétitivement les transitions
correspondant à ce circuit de graphe de marquages, il n’existera pas la borne finieN
exigée par la vivacité forte. �

La condition de vivacité forte équivaut donc à une conditionstructurelle restrictive.
Si cette dernière n’est pas satisfaite, nous allons montrerdans la section suivante com-
ment imposer la vivacité forte en restreignant le langage duréseau. Nous rappelons
que les circuits du graphe de marquages correspondent exactement aux T-semiflots :
les séquence de transitions qui ramènent le réseau au même marquage et qui sont des
solutionsS ∈ N

T de l’équationW.S = ~0, où W est la matrice d’incidence déter-
minée par la relation d’incidenceF . Nous obtenons comme solutions des vecteurs de
naturelsS, dont les composantes correspondent au nombre d’occurrences de chaque
transition dans le circuit. A partir de ce vecteur il est aisée d’obtenir la séquence elle-
même (en faisant le produit synchrone du langage qui consiste à considérer tous les
ordres d’occurrences avec le langage du réseau entier). Ceci n’est cependant pas né-
cessaire, car il suffit que les solutionsS soient toutes telles que chaque composante
est strictement positive.
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5. Séquentialisation des réseaux temporisés en restreignant leurs langages

Comme il n’est souvent pas possible de trouver un automate (max,+) déterministe
fini ayant le même comportement qu’un réseau de Petri temporisé, une question natu-
relle est de savoir si l’on peut modifier le comportement du réseau afin que le réseau
modifié puisse être séquentialisé.

Le problème se pose quand une compétition se produit pour uneressource (place
de conflit) et que le jeton est monopolisé par une transition,située en aval, durant un
temps infini (empêchant ainsi les autres transitions en compétition d’être considérées).

Une idée naturelle consiste à restreindre le comportement logique du système (le
langage du réseau) afin d’empêcher de considérer seulement un sous ensemble des
transitions, situées en aval d’une place de conflit. Une telle approche permet de satis-
faire la condition suffisante de déterminisation.

Cette approche, qui évite de ne considérer qu’une partie du modèle, semble raison-
nable d’un point de vue pratique et permet le calcul du produit du langage du réseau
par un automate décrivant la restriction choisie.

Il est possible pour chaque conflit de rattacher une borne à chaque transition, située
en aval, qui spécifie le nombre maximal d’attributions consécutives de la ressource
pour la transition considérée. Ainsi, nous allons empêcherles valeurs d’horloges de
croître indéfiniment, ce qui ne permettait pas de séquentialiser le réseau. Par exemple,
pour le conflit entre les transitionsa et b du réseau, nous pouvons imposer au maxi-
mum 3 tirs consécutifs de la transitiona et 2 tirs consécutifs de la transitionb, cf.
figure 5.

Figure 5. Automate restreignant le langage(a⊕ b)∗

Nous adaptons la procédure de déterminisation pour les réseaux dont le compor-
tement n’est pas séquentialisable de la manière suivante : au lieu de considérer le
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graphe de marquage original, nous considérons la graphe de marquage modifié avec
tous les conflits partiellement arbitrés. Nous l’obtenons en faisant le produit synchrone
du graphe de marquage original avec les automates comme celui sur la figure 5 (il est
à noter que dans le cas de conflit entre trois ou plus transitions il faut utiliser plusieurs
automates pour ces conflits). Puis on continue de la même façon que dans la Procé-
dure : on déplie le graphe de marquage et fusionne des états avec marquage et valeurs
d’horloges égaux. Ceci conduit à des larges automates d’attegnabilité, mais on obtient
un automate (max,+) déterministe fini, ce qui est important pour des applications au
contrôle comme nous l’avons indiqué. Pour réduire la compléxité on peut appliquer la
commande décentralisée des automates (max,+) que nous avons récemment étudiée.

Finalement, mentionnons un point important concernant la procédure de détermi-
nisation. Il s’avère que l’automate (max,+) déterministe issu de la procédure n’est pas
assuré d’être minimal au regard de la bisimilarité des automates à multiplicité (rap-
pelons que pour les automates (max,+) déterministes la bisimulation coïncide avec
l’égalité des séries formelles). Autrement dit, le fait d’avoir un nombre d’états infini
ne signifie pas que le comportement du réseau de Petri temporiséG ne puisse pas être
séquentialisé. L’avantage de la condition suffisante sur lelangage est qu’elle permet
d’être toujours imposée en restreignant le comportement logique du réseau.

Notre objectif futur vise à minimiser les automates (max,+)déterministes issus de
la procédure de déterminisation en utilisant des relationsd’équivalence sur les valeurs
d’horloges préservant la bisimulation. Notons qu’il est toujours possible de minimiser
les automates (max,+) déterministes en utilisant l’algorithme de (Mohri, 1997).

6. Conclusion

Nous avons étudié la séquentialisation du comportement desréseaux de Petri tem-
porisés bornés. Il est connu que les séries formelles (max,+) décrivant les compor-
tement des réseaux de Petri temporisés ne peuvent pas toujours être séquentialisées,
aussi seulement un semi-algorithme basé sur la sémantique aété proposé et il peut ne
pas terminer. Une condition suffisante de terminaison baséesur le langage du réseau
logique correspondant a été présentée. Une technique de restriction du comportement
logique pour que le réseau satisfasse cette condition est également proposée.

Dans une publication à venir, nous allons proposer un nouvelalgorithme de déter-
minisation pour les automates (max,+) tout en généralisantles conditions suffisantes
connues. Une autre direction possible consiste à appliquerla déterminisation proposée
dans ce papier au contrôle supervisé des réseaux de Petri temporisés bornés.
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