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Résumé— 11 existe une classe de Systémes (dynamiques)
a Evénements Discrets représentables par des Graphes
d’Evénements Temporisés. Il a été montré que ces sys-
témes peuvent étre modélisés par des équations linéaires
dans les dioides. On présente une démarche de synthése
d’un correcteur qui, placé en amont des entrées du systéme,
permet de poursuivre au mieux un modéle de référence
en tenant compte de contraintes temporelles dans certains
chemins d’un Graphes d’Evénements Temporisés. La méth-
ode généralise celle proposée dans [1] en intégrant les cas
onl plusieurs contraintes temporelles interviennent au sein
du systéme et/ou certaines entrées sont non commandables.
La détermination de ce correcteur repose sur des outils de
recherche du plus grand point fixe d’applications définies sur
des dioides.

Mots-clés— Graphes d’Evénements Temporisés, algébre
(Max,+), résiduation, commande, contraintes temporelles.

I. INTRODUCTION

Les Systémes (dynamiques) a Evénements Discrets
(SED) sont une classe de systémes dynamiques qui, par
opposition aux systémes dynamiques continus, satisfont les
deux propriétés suivantes:

. Pespace d’état est décrit par un ensemble discret,

2. les transitions d’état sont observées seulement, en des in-

stants discrets du temps; ces transitions d’état sont asso-
ciées a des événements.

La représentation en Réseaux de Petri (RAP) de ces sys-
témes permet une bonne compréhension du fonctionnement
des SED, mais & cause de certaines caractéristiques com-
plexes (concurrence, parallélisme,...) il est difficile d’en dé-
duire un modéle mathématique exploitable.

Cependant, on peut considérer une sous-classe des RdP
temporisés, oll chaque place a exactement une transition en
amont et une transition en aval: les Graphes d’Evénements
Temporisés (GET)'. Cette sous-classe admet une modéli-
sation mathématique linéaire dans 1’algébre des dioides, qui

LGET: voir [2, p. 554] pour une définition plus détaillée.

permet d’écrire des équations d’état faisant penser a celles
représentant ’évolution des systémes continus linéaires.

Grace aux avancées dans ce domaine, il existe
aujourd’hui divers outils permettant la modélisation,
P’évaluation de performances [3], [4] et 1’élaboration de lois
de commande pour les systémes linéaires sur les dioides [5],
[6]-

Nous reprenons ici le probléme de synthése de commande
de GET abordé dans [1]. Dans cette communication, on a
proposé la synthése d’une loi de commande prenant pour
objectif d’approcher au mieux la dynamique d’un modéle
de référence tout en satisfaisant une contrainte temporelle.
On rencontre ce type de contrainte au sein de certains sys-
témes manufacturiers [7]. Considérons, par exemple, le cas
d’une chaine de production au milieu de laquelle se trouve
un four (voir I'exemple de la section IV). On souhaite
limiter le temps de séjour des piéces a la stricte durée de
cuisson recommandée, afin de ne pas les détériorer. Ceci re-
vient & limiter le temps de séjour des jetons dans un chemin
du GET modeélisant le systéme de production.

Dans le présent travail, nous améliorons significative-
ment l'applicabilité de cette méthode en la généralisant
selon deux axes:

o on rend possible la prise en compte de plusieurs con-
traintes temporelles au sein du systéme,

o des entrées non commandables peuvent de plus étre con-
sidérées.

Dans la section II, nous ferons d’abord de brefs rap-
pels sur la résolution de certains types d’équations dans
les dioides. La section III présente une méthode de
synthése de loi de commande, de type précompensateur,
en tenant compte de contraintes temporelles sur certains
chemins du GET. Enfin, la section IV présente un exem-
ple d’application de cette synthése.



II. RAPPELS

Avant de présenter le probléme, nous rappelons quelques
éléments de la théorie des dioides et de la résolution
d’équations dans cette structure algébrique. Puis nous
abordons la mise en équation des GET dans le dioide
My, 8], et nous donnons quelques notions sur la com-
mande des GET.

A. Dioides et résolution d’équations

Définition 1 (Dioide [8], [4]) Un dioide est un semi-
anneau idempotent noté (D, @, ®).

e On note e I'élément neutre pour la multiplication: Va €
D,a®Re=e®a=a;

o On note e ’élément neutre pour ’addition et absorbant
pour la multiplication: Va € D, a®ec =aet a®Qe =e®a =
£

o La relation d’ordre est définie par: a b =0« a <b.

Remarque 1: Par la suite, le signe ‘®’ sera parfois omis
ou remplacé par ‘.

Définition 2 (Dioide complet) Un dioide est dit complet
si il est fermé pour les sommes infinies et que la multipli-
cation distribue sur les sommes infinies.

Définition 3 (Dioide de séries formelles [4]) Une série
formelle & deux variables z; et zo commutatives a coeffi-
cients dans un dioide D est une application f de Z? dans
D: pour {ky,ko} € Z2, f(k1, ko) représente le coefficient de
{zF1 252}, Une représentation équivalente est:

FE P flhr k)t as

{k1,ko }€Z2

L’ensemble des séries formelles & deux variables commu-
tatives a coefficients dans un dioide D muni des opérations
suivantes:

feg:(fog ki k) E flkik)® gk ks) |
Fog:(fog)lkh k) = P flirni)®g(0) |
ix+ir=kx

A € {1,2}, est un dioide noté D[z1, 22]. Si D est complet,
alors D[z1, z2] l'est également.

De par la structure ordonnée des dioides, les résul-
tats concernant les points fixees énoncés sur les treillis
s’appliquent. En particulier, le théoréme de Tarski [9]
permet d’affirmer 'existance d’une plus grande solution a
f(x) = x, ou f est isotone. Le théoréme suivant spécifie
une méthode classique pour son calcul.

Théoréme 1 (Plus grand point fixe) Soit h une applica-
tion isotone d’un dioide complet D dans lui-méme, et soit
w € D. On définit I'application f isotone par: Vx € D,
f(z) = h(x) Aw (borne inf entre h(x) et w).

Si la suite suivante

Yy = w

Ykr1 = h(yr) Ay

converge en un nombre fini £y d’itérations, alors yy, est le
plus grand point fixe de f.

Il n’est pas toujours possible de résoudre f(x) = b dans
un dioide, car f n’est pas nécessairement inversible. La

théorie de la résiduation permet de définir une «pseudo-
inverse» quand cela est possible. Une théorie compléte a
été développée, et une spécification aux dioides est réalisée
dans [4].

Définitions 4 (Résiduée, résiduée duale)

Soient (A,=4) et (B,=p) des ensembles ordonnés et f :
A — B une application.

4.1 f est résiduable si elle est isotone et si ’ensemble
{r € A | f(z) =p b} admet une borne sup pour tout
b € B, que I'on note f#(b).

4.2 f est dualement résiduable si elle est isotone et si
lensemble {x € A | f(z) =p b} admet une borne inf pour
tout b € B, que I'on note f°(b).

Théoréme 2: [4] L’application L, :  — a ® x est résidu-
able. On note L% (y) = any = Y = @{x €D |axx <y}
la résiduée de L. “

Le tableau suivant présente un ensemble de propriétés,
prouvées notamment dans [4, pp. 180 & 182]. D’autres
propriétés sont présentées dans cet ouvrage.

T

< 2
a; < (2a)
2 g (2b)
a
x avx

P— 2
ab b (2)

B. Modélisation et commande des GET dans les dioides

Le comportement d’'un GET peut étre mis sous forme
d’équations d’état linéaires dans un dioide de séries
formelles & deux variables commutatives ~y, 6 & exposants
dans Z et a coefficients booléens [3]: v est 'opérateur de dé-
calage événementiel tandis que § est I'opérateur de décalage
temporel. Ce dioide est noté M%*[~,d] [4]. On regroupe
les séries associées aux tirs des
e m transitions sources dans le vecteur d’entrée U,

e p transitions puits dans le vecteur de sortie Y,

e n transitions internes dans le vecteur d’état X.

Les équations d’état se présentent alors sous la forme suiv-
ante:

AR X(v,0)®BeU(y,0)
C® X(v,90)

i-<
—~
2
(=%
~—

|

On peut déduire de ces équations d’état une matrice de
transfert H = CA*B, avec a* = @, .ya' =edada® @
... [4]. Elle représente la relation entrée-sortie du systéme
en fonctionnement «au plus tot». Plus précisément, les
éléments H;; de la matrice de transfert sont des éléments
causaux (voir [4, Déf. 5.35 p. 254]). Le dioide complet des
éléments causaux sera noté M?* " [, 5] par la suite.

Remarque 2: Une définition informelle de la causalité est
que les éléments H;; ne représentent pas d’anticipation
événementielle ou temporelle, autrement dit les monomes
des séries formelles de H sont tous & exposants positifs.

Théoréme 3 (Projection causale [5])

L'injection canonique I : M [vy,6] — M&[v,4] est
résiduable. Sa résiduée, notée Pry, est une projection,
c’est-a-dire: Pry oPry = Pr,.



Corollaire 1: 1 application L7 MEZ* [y, 6] —
MGy, 8],z — a ® x est résiduable. Sa résiduée est
Lj{n :x — Pri(awx).

Proof: axb est la plus grande solution (non néces-
sairement causale) de ax < b. Donc Pry(awb) est la plus
grande solution causale. |

Définition 5 (Série réalisable) Une série s € M [, d]
est réalisable s’il existe un GET dont le transfert est s.
Une définition moins naive est donnée dans [4, Déf. 5.37
p. 255].

Selon [4, p. 256], une série réalisable est nécessairement
causale.

Si on positionne en amont d’un systéme de transfert H
un systéme de transfert P, la dynamique de I’ensemble ainsi
configuré s’en trouve modifiée: le transfert global est donné
par H® P. Le but de la commande ou de la correction d’'un
GET par précompensation est de trouver le transfert P tel
que I'ensemble systéme-précompensateur ait un comporte-
ment le plus proche possible d'un modéle de référence de
transfert Grep: HP < Greyp [10], [11].

Théoréme 4 (Poursuite de modéle [5]) Soit un systéme
H € M& [, §]P*™ réalisable et soit un modéle de référence
Gref € M [v,d]P*™ reéalisable. Le plus grand pré-
compensateur P réalisable tel que H @ P =< G,.s est
P = Pr  (HeGef).

Proof:  Ce théoréme est une application directe du
corollaire 1. |

III. SYNTHESE D'UNE COMMANDE SATISFAISANT DES
CONTRAINTES TEMPORELLES

A. Présentation du probléme

Dans un GET, le temps de séjour d’un jeton dans une
place peut étre trés supérieur au délai de cette place (voir
I’exemple de la figure 1). En ce sens, le modéle de GET
n’intégre pas les contraintes temporelles inhérentes aux sys-
témes dits «a temps critique» ou «a temps contrainty. On
pense par exemple & un four pour lequel la contrainte est
que, sous peine d’endommager les piéces, celles-ci n’y rési-
dent pas trop longtemps [7]. Dans la sous-section suivante,
on se propose de résoudre ce probléme par une loi de com-
mande.

T1 3
,,,,,,,, ’HQj
X9 4

Fig. 1
ST ON NE TIRE PAS ] EXACTEMENT | UNITE DE TEMPS APRES X2,
ALORS LE TEMPS DE SEJOUR DANS UNE DES PLACES SERA SUPERIEUR

A LA TEMPORISATION DE CETTE PLACE.

Grace a la loi de commande, on souhaite limiter le temps
de séjour dans certains chemins d’'un GET. Considérons
un chemin z; — z; (de la transition x; vers la transition
x;), contenant initialement «;; jetons. Le respect d’une
contrainte temporelle, notée 7;;, sur ce chemin s’exprime

dans I’algébre classique:

date du k'*™¢ tir de x;

xi(k—i—aij) — irj(lf) < Tij >
——

date de sortie du jeton

introduit par le k'*™*° tir de T

ou encore:

(=7ij) + ik + aij) < aj(k)
Soit la contrainte suivante sur les séries de M$*[v, 0] as-
sociées aux transitions:

NTYEST T < . (3)

Dans [1], il a été proposé une approche permettant
de synthétiser le plus grand précompensateur tel qu’une
unique contrainte temporelle soit respectée et tel que le
systéme corrigé ne soit pas plus lent que le systéme nom-
inal. Dans ce qui suit, nous étendons ces travaux en deux
points:

o d’une part, pour permettre la prise en compte de
plusieurs contraintes temporelles,

o d’autre part, le précompensateur proposé ici peut, pren-
dre en compte le fait que certaines entrées soient non com-
mandables (i.e. leurs dates de tir ne peuvent pas étre mod-
ifiées).

B. Prise en compte des contraintes temporelles

Selon l'inégalité (3), les contraintes temporelles 7;; im-
posées a certains chemins d’'un GET peuvent se traduire
par une inégalité sur le vecteur d’état du systéme corrigé
Xe:

AX, =< X VYV, (4)

ot A € M2 [y, 8] est tel que:

n

s’il existe une contrainte
sur le chemin z; — x,
€ sinon.

—Qij §=Tij
Al =47

Proposition 1: Le plus grand précompensateur P tel que
le systéme corrigé respecte la ou les contrainte(s) tem-
porelle(s) spécifice(s) par A et tel que son transfert soit
inférieur & G.cr, est la plus grande solution de:

P = %A%Apu(m . (5)
Proof: Développons 'inéquation (4):
AX. =X X,
— AA*"BPV < A*BPV VYV,
— AA*BP < A*BP

Or d’aprés la théorie de la résiduation, ax < b < x < axb.
Ainsi I'inéquation précédente est équivalente a
A*BP
< : (6)
AA*B




Le précompensateur doit étre causal pour étre réalisable:
P = Pr (P). Or on vérifie aisément que Pry(P) < P,
donc on peut considérer la relation suivante comme une
contrainte sur P:

P =< Pr.(P) . (7)

En résumé, en considérant (6) et (7) et que HP =
Gref < P =< HaG, .y, on obtient (5). [ ]

C. Prise en compte d’entrées non commandables

On qualifie de commandable une transition d’entrée d’un
GET dont on peut modifier les dates de tir; elle est dite
non commandable dans le cas contraire.

On partitionne ensemble des entrées {u;} en M (sous-
ensemble des entrées commandables) et M (sous-ensemble
des entrées non commandables).

Var
Var P

Um
Var

Fig. 2

ENTREES COMMANDABLES ET NON COMMANDABLES

La figure 2 schématise le principe de fonctionnement du
systéme corrigé. L’objectif est de synthétiser un précom-
pensateur qui n’agit pas sur les entrées non commandables.
Ainsi, les consignes v; en entrée du précompensateur P
avec j € M, sont telles que u; = v; (la consigne est ap-
pliquée sans étre modifiée pour les entrées non command-
ables).

Soit D € M [y, 8]™*™ tel que Dy =esii€ M, D;; =
€ sinon. Pour respecter le caractére non commandable de
certaines entrées, on cherche P tel que DU = DV VV,
i.e. DPV = DV VYV, autrement dit on cherche P tel que
DP = D. Un tel correcteur sera dit applicable vis-a-vis de
la matrice D.

Proposition 2: Un correcteur applicable vis-a-vis d’une
matrice D vérifie:

D
P =
= 5 (8)
P = D . (9)
Proof: On remarque que D < I; et D> = D. On
D
montre I’équivalence: DP = D <—= D < P < —.
- D
DP <D,
DP=D <+ {DjDP,
D
— leﬁ"
D<DP<P car D <1,.
<~
DijD£ — D25DP5DD£ ,
-D ——
= DP=P

D. Synthése de la commande

On cherche le plus grand précompensateur P réalisable,
applicable (voir proposition 2) vis-a-vis d’une matrice D,
tel que le systéme corrigé respecte la ou les contrainte(s)
temporelle(s) spécifiée(s) par A et tel que son transfert soit
inférieur & Gyey (voir proposition 1). Plus formellement,
d’aprés (5), (8) et (9), le précompensateur P attendu doit
vérifier le systéme suivant:

{P Gref/\ABP

D
< P P
= g Nanp AP PIAg
P = D .

(10)

Si on calcule un précompensateur P respectant (10),
alors le systéme corrigé obtenu est au moins aussi rapide
que le modéle de référence de transfert G,.r, mais re-
spectera la ou les contrainte(s) temporelle(s) définies dans
A, sans intervenir sur les éventuelles entrées non command-
ables définies dans D.

Proposition 3: Si la suite yg, y1, ..., définie par

— A —

H D
A*Byk

e —
AA*B

Gre D
Yo = LA

Yry1 = APry(yi) Ayk
converge en un nombre fini £y d’itérations et que yx, = D,
alors yy, est le plus grand précompensateur solution de
(10).

Proof:  On peut décomposer le systéme (10) de la
maniére suivante: = < f(z), ot x est I'inconnue et corre-
spond ici & P, et f: f(x) = h(z) A w avec:

w Grey A D
B H D
A*Bx

Alors le théoréme 1 nous fournit, si I’algorithme converge
et que la solution trouvée est supérieure & D, le plus grand
P répondant & tous les critéres. [ |

Remarques 3:

3.1 A notre connaissance, I'application h considérée ne
posséde pas de propriété suffisante pour garantir la
convergence de la suite y.

la suite précédente peut étre utilisée pour les sys-
témes totalement commandables en prenant simple-
ment D = e™*™ (les contraintes (8) et (9) sont alors
toujours vérifiées).

3.2

IV. EXEMPLE

Nous illustrons notre démarche au travers d’un exemple
considéré dans [1] et inspiré du probléme réel étudié dans
[7], en s’astreignant ici & des hypothéses plus réalistes. Le
GET de la figure 3 représente un ilot au sein d’un systéme
de production contenant un four (place x1 — x2) ayant
une capacité de 3 piéces et un temps de cuisson de 3 unités
de temps (u.t.), suivi d’'un tampon de déchargement de
3 places muni d’un convoyeur (temps de transport 4 u.t.).



U1 Y

Fig. 3

ExeMpPLE DE GET AVEC CONTRAINTE TEMPORELLE.

L’entrée uy symbolise ’entrée de piéces dans l'ilot. L’entrée
ug représente I’évacuation d’une piéce prise dans le tampon
de déchargement.

Pour ce systéme, on souhaite que les piéces ne restent
pas dans le four plus que le temps de cuisson (soit 3 u.t.).
De plus, on considére que I’évacuation des piéces du buffer
n’est pas commandable: on ne peut pas influer sur la trajec-
toire de tir de 'entrée us. On choisit d’accepter un retard
de 3 u.t. sur les sorties par rapport au systéme nominal:
on prend comme modéle de référence G,.cp = 53 H.

Tout d’abord, mettons en équation ce GET:

4

e € e ¢
X = # e ¥l Xl e e |U ,
e 6 ¢ e e
Y = ( E € e )X
D’ou
H = ( 57[,}/354]* [7354]* ) ’
Gref — ( 510[7354]* 53 [7354]* )

Compte tenu de la contrainte temporelle de cuisson et
du fait que I’entrée us n’est pas commandable, les matrices
A et D sont définies par

e 03 ¢
A = E € € ,
e € €

= (20)

I’algorithme converge en une itération:

Gre D 3143 547* — 473 547
yO:‘ﬁf/\‘f,:(MWﬁ] 5[y ) ,
H D € e
A*B 53[7354}* 73[7354]* )
=— AP AN =
Y1 AA"Byo r+(yo) Ayo ( . . :
A*B 53 ['7354}* ,\{3 ['7354]*
=————AP A =
=gy AP Ayt = (717 ’
=y
D’ou

P _ <53[7254]* 73[7:54]*)

P est bien solution de notre probléme, puisque P = D.
Une réalisation de ce précompensateur est donnée par la

figure 4.
4
(%1 3 Uy
V2 U2
(O—

Fig. 4

PRECOMPENSATEUR POUR LE GET DE LA FIGURE 3

On remarque que le précompensateur n’influence pas
I’entrée us. Le systéme précompensé est au moins aussi
rapide que le modeéle de référence:

HP = (510[,}/354]* 6@7357[’}/354]* )jGref

V. CONCLUSION

La démarche proposée dans ce papier permet de calculer
une loi de commande de type précompensation pour un
SED pouvant étre représenté par un GET. Ensemble, le
systéme et son correcteur ainsi calculé sont au moins aussi
rapides que le modéle de référence choisi au préalable. De
plus, on s’assure de limiter les temps de séjour des jetons
dans certains chemins du GET. D’autre part, la loi de
commande prend en compte le cas d’éventuelles entrées
non commandables.

L’exemple numérique proposé a été mis en oeuvre a
laide de la boite a outils MinMazGD? [6, Annexes|
pour le logiciel de calcul numérique Secilab®, permet-
tant de manipuler les séries réalisables dans le dioide
MGZ[y,0].  Les scripts sont disponibles a l'adresse
http://aurelien.correia.free.fr. Ces outils rendent
aisée I'expérimentation de la commande proposée sur tout
systéme modélisé par un GET. Jusque-la, les expérimen-
tations ont été réalisées seulement pour des systémes de
taille raisonnable (GET contenant moins d’une vingtaine
de transitions), et la suite de calcul de la commande (propo-
sition 3) a toujours convergé rapidement (moins de cing
itérations). Le présent papier ouvre plusieurs perspectives
de travail. Parmi celles-ci, 'expérimentation de la méthode
proposée sur des systémes réels de taille importante devra
étre envisagée. Sur un plan théorique, il serait intéressant
de mettre a jour des conditions suffisantes pour garantir la
convergence de la suite de calcul de la commande.
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