
Commande de Graphes d'Événements Temporiséspartiellement ommandables ave ontraintestemporellesAurélien Corréïa1, Sébastien Lahaye2 et Bertrand Cotteneau21SeT - EA3317Université de Tehnologie de Belfort-Montbéliard90010 Belfort Cedex, Frane2LISA - EA4014Université d'Angers62, avenue Notre Dame du La49000 Angers, Franeaurelien.orreia�utbm.fr, lahaye�istia.univ-angers.fr, ottene�istia.univ-angers.frRésumé� Il existe une lasse de Systèmes (dynamiques)à Événements Disrets représentables par des Graphesd'Événements Temporisés. Il a été montré que es sys-tèmes peuvent être modélisés par des équations linéairesdans les dioïdes. On présente une démarhe de synthèsed'un orreteur qui, plaé en amont des entrées du système,permet de poursuivre au mieux un modèle de référeneen tenant ompte de ontraintes temporelles dans ertainshemins d'un Graphes d'Événements Temporisés. La méth-ode généralise elle proposée dans [1℄ en intégrant les asoù plusieurs ontraintes temporelles interviennent au seindu système et/ou ertaines entrées sont non ommandables.La détermination de e orreteur repose sur des outils dereherhe du plus grand point �xe d'appliations dé�nies surdes dioïdes.Mots-lés� Graphes d'Événements Temporisés, algèbre
(Max, +), résiduation, ommande, ontraintes temporelles.I. IntrodutionLes Systèmes (dynamiques) à Événements Disrets(SED) sont une lasse de systèmes dynamiques qui, paropposition aux systèmes dynamiques ontinus, satisfont lesdeux propriétés suivantes:1. l'espae d'état est dérit par un ensemble disret,2. les transitions d'état sont observées seulement en des in-stants disrets du temps; es transitions d'état sont asso-iées à des événements.La représentation en Réseaux de Petri (RdP) de es sys-tèmes permet une bonne ompréhension du fontionnementdes SED, mais à ause de ertaines aratéristiques om-plexes (onurrene, parallélisme,...) il est di�ile d'en dé-duire un modèle mathématique exploitable.Cependant, on peut onsidérer une sous-lasse des RdPtemporisés, où haque plae a exatement une transition enamont et une transition en aval: les Graphes d'ÉvénementsTemporisés (GET)1. Cette sous-lasse admet une modéli-sation mathématique linéaire dans l'algèbre des dioïdes, qui

1GET: voir [2, p. 554℄ pour une dé�nition plus détaillée.

permet d'érire des équations d'état faisant penser à ellesreprésentant l'évolution des systèmes ontinus linéaires.Grâe aux avanées dans e domaine, il existeaujourd'hui divers outils permettant la modélisation,l'évaluation de performanes [3℄, [4℄ et l'élaboration de loisde ommande pour les systèmes linéaires sur les dioïdes [5℄,[6℄.Nous reprenons ii le problème de synthèse de ommandede GET abordé dans [1℄. Dans ette ommuniation, on aproposé la synthèse d'une loi de ommande prenant pourobjetif d'approher au mieux la dynamique d'un modèlede référene tout en satisfaisant une ontrainte temporelle.On renontre e type de ontrainte au sein de ertains sys-tèmes manufaturiers [7℄. Considérons, par exemple, le asd'une haîne de prodution au milieu de laquelle se trouveun four (voir l'exemple de la setion IV). On souhaitelimiter le temps de séjour des pièes à la strite durée deuisson reommandée, a�n de ne pas les détériorer. Cei re-vient à limiter le temps de séjour des jetons dans un hemindu GET modélisant le système de prodution.Dans le présent travail, nous améliorons signi�ative-ment l'appliabilité de ette méthode en la généralisantselon deux axes:
• on rend possible la prise en ompte de plusieurs on-traintes temporelles au sein du système,
• des entrées non ommandables peuvent de plus être on-sidérées.Dans la setion II, nous ferons d'abord de brefs rap-pels sur la résolution de ertains types d'équations dansles dioïdes. La setion III présente une méthode desynthèse de loi de ommande, de type préompensateur,en tenant ompte de ontraintes temporelles sur ertainshemins du GET. En�n, la setion IV présente un exem-ple d'appliation de ette synthèse.



II. RappelsAvant de présenter le problème, nous rappelons quelqueséléments de la théorie des dioïdes et de la résolutiond'équations dans ette struture algébrique. Puis nousabordons la mise en équation des GET dans le dioïde
Max

in Jγ, δK, et nous donnons quelques notions sur la om-mande des GET.A. Dioïdes et résolution d'équationsDé�nition 1 (Dioïde [8℄, [4℄) Un dioïde est un semi-anneau idempotent noté (D,⊕,⊗).
• On note e l'élément neutre pour la multipliation: ∀a ∈
D, a ⊗ e = e⊗ a = a;
• On note ε l'élément neutre pour l'addition et absorbantpour la multipliation: ∀a ∈ D, a⊕ε = a et a⊗ε = ε⊗a =
ε;
• La relation d'ordre est dé�nie par: a ⊕ b = b ⇔ a � b.Remarque 1: Par la suite, le signe `⊗' sera parfois omisou remplaé par `·'.Dé�nition 2 (Dioïde omplet) Un dioïde est dit ompletsi il est fermé pour les sommes in�nies et que la multipli-ation distribue sur les sommes in�nies.Dé�nition 3 (Dioïde de séries formelles [4℄) Une sérieformelle à deux variables z1 et z2 ommutatives à oe�-ients dans un dioïde D est une appliation f de Z

2 dans
D: pour {k1, k2} ∈ Z

2, f(k1, k2) représente le oe�ient de
{zk1

1 , zk2

2 }. Une représentation équivalente est:
f

déf
=

⊕

{k1,k2}∈Z2

f(k1, k2)z
k1

1 zk2

2 .L'ensemble des séries formelles à deux variables ommu-tatives à oe�ients dans un dioïde D muni des opérationssuivantes:
f ⊕ g : (f ⊕ g)(k1, k2)

déf
= f(k1, k2) ⊕ g(k1, k2) ,

f ⊗ g : (f ⊗ g)(k1, k2)
déf
=

⊕

iλ+jλ=kλ

f(i1, i2) ⊗ g(j1, j2) ,

λ ∈ {1, 2}, est un dioïde noté DJz1, z2K. Si D est omplet,alors DJz1, z2K l'est également.De par la struture ordonnée des dioïdes, les résul-tats onernant les points �xees énonés sur les treilliss'appliquent. En partiulier, le théorème de Tarski [9℄permet d'a�rmer l'existane d'une plus grande solution à
f(x) = x, où f est isotone. Le théorème suivant spéi�eune méthode lassique pour son alul.Théorème 1 (Plus grand point �xe) Soit h une applia-tion isotone d'un dioïde omplet D dans lui-même, et soit
w ∈ D. On dé�nit l'appliation f isotone par: ∀x ∈ D,

f(x) = h(x) ∧ w (borne inf entre h(x) et w).Si la suite suivante
y0 = w

yk+1 = h(yk) ∧ ykonverge en un nombre �ni kf d'itérations, alors ykf
est leplus grand point �xe de f .Il n'est pas toujours possible de résoudre f(x) = b dansun dioïde, ar f n'est pas néessairement inversible. La

théorie de la résiduation permet de dé�nir une �pseudo-inverse� quand ela est possible. Une théorie omplète aété développée, et une spéi�ation aux dioïdes est réaliséedans [4℄.Dé�nitions 4 (Résiduée, résiduée duale)Soient (A,�A) et (B,�B) des ensembles ordonnés et f :
A → B une appliation.4.1 f est résiduable si elle est isotone et si l'ensemble
{x ∈ A | f(x) �B b} admet une borne sup pour tout
b ∈ B, que l'on note f ♯(b).4.2 f est dualement résiduable si elle est isotone et sil'ensemble {x ∈ A | f(x) �B b} admet une borne inf pourtout b ∈ B, que l'on note f ♭(b).Théorème 2: [4℄ L'appliation La : x 7→ a⊗ x est résidu-able. On note L♯

a(y) = a�y =
y

a
=

⊕

{x ∈ D |a⊗x � y}la résiduée de La.Le tableau suivant présente un ensemble de propriétés,prouvées notamment dans [4, pp. 180 à 182℄. D'autrespropriétés sont présentées dans et ouvrage.
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(2)B. Modélisation et ommande des GET dans les dioïdesLe omportement d'un GET peut être mis sous formed'équations d'état linéaires dans un dioïde de sériesformelles à deux variables ommutatives γ, δ à exposantsdans Z et à oe�ients booléens [3℄: γ est l'opérateur de dé-alage événementiel tandis que δ est l'opérateur de déalagetemporel. Ce dioïde est noté Max

in Jγ, δK [4℄. On regroupeles séries assoiées aux tirs des
• m transitions soures dans le veteur d'entrée U ,
• p transitions puits dans le veteur de sortie Y ,
• n transitions internes dans le veteur d'état X .Les équations d'état se présentent alors sous la forme suiv-ante:

{
X(γ, δ) = A ⊗ X(γ, δ) ⊕ B ⊗ U(γ, δ) ,

Y (γ, δ) = C ⊗ X(γ, δ) .On peut déduire de es équations d'état une matrie detransfert H = CA∗B, ave a∗ =
⊕

i∈N
ai = e ⊕ a ⊕ a

2 ⊕
. . . [4℄. Elle représente la relation entrée-sortie du systèmeen fontionnement �au plus t�t�. Plus préisément, leséléments Hij de la matrie de transfert sont des élémentsausaux (voir [4, Déf. 5.35 p. 254℄). Le dioïde omplet deséléments ausaux sera noté Max+

in Jγ, δK par la suite.Remarque 2: Une dé�nition informelle de la ausalité estque les éléments Hij ne représentent pas d'antiipationévénementielle ou temporelle, autrement dit les mon�mesdes séries formelles de H sont tous à exposants positifs.Théorème 3 (Projetion ausale [5℄)L'injetion anonique I : Max+
in Jγ, δK → Max

in Jγ, δK estrésiduable. Sa résiduée, notée Pr+, est une projetion,'est-à-dire: Pr+ ◦ Pr+ = Pr+.



Corollaire 1: L'appliation L+
a : Max+

in Jγ, δK →
Max+

in Jγ, δK, x 7→ a ⊗ x est résiduable. Sa résiduée est
L+

a
♯
: x 7→ Pr+(a�x).Proof: a�b est la plus grande solution (non nées-sairement ausale) de ax � b. Don Pr+(a�b) est la plusgrande solution ausale.Dé�nition 5 (Série réalisable) Une série s ∈ Max

in Jγ, δKest réalisable s'il existe un GET dont le transfert est s.Une dé�nition moins naïve est donnée dans [4, Déf. 5.37p. 255℄.Selon [4, p. 256℄, une série réalisable est néessairementausale.Si on positionne en amont d'un système de transfert Hun système de transfert P , la dynamique de l'ensemble ainsion�guré s'en trouve modi�ée: le transfert global est donnépar H⊗P . Le but de la ommande ou de la orretion d'unGET par préompensation est de trouver le transfert P telque l'ensemble système-préompensateur ait un omporte-ment le plus prohe possible d'un modèle de référene detransfert Gref : HP � Gref [10℄, [11℄.Théorème 4 (Poursuite de modèle [5℄) Soit un système
H ∈ Max

in Jγ, δKp×m réalisable et soit un modèle de référene
Gref ∈ Max

in Jγ, δKp×m réalisable. Le plus grand pré-ompensateur P réalisable tel que H ⊗ P � Gref est
P = Pr+(H�Gref).Proof: Ce théorème est une appliation direte duorollaire 1.III. Synthèse d'une ommande satisfaisant desontraintes temporellesA. Présentation du problèmeDans un GET, le temps de séjour d'un jeton dans uneplae peut être très supérieur au délai de ette plae (voirl'exemple de la �gure 1). En e sens, le modèle de GETn'intègre pas les ontraintes temporelles inhérentes aux sys-tèmes dits �à temps ritique� ou �à temps ontraint�. Onpense par exemple à un four pour lequel la ontrainte estque, sous peine d'endommager les pièes, elles-i n'y rési-dent pas trop longtemps [7℄. Dans la sous-setion suivante,on se propose de résoudre e problème par une loi de om-mande. 3

4 x3

x1

x2 Fig. 1Si on ne tire pas x1 exatement 1 unité de temps après x2,alors le temps de séjour dans une des plaes sera supérieurà la temporisation de ette plae.Grâe à la loi de ommande, on souhaite limiter le tempsde séjour dans ertains hemins d'un GET. Considéronsun hemin xj → xi (de la transition xj vers la transition
xi), ontenant initialement αij jetons. Le respet d'uneontrainte temporelle, notée τij , sur e hemin s'exprime

dans l'algèbre lassique:
xi(k + αij)
︸ ︷︷ ︸date de sortie du jetonintroduit par le kième tir de xj

−

date du kième tir de xj

︷ ︸︸ ︷

xj(k) ≤ τij ,ou enore:
(−τij) + xi(k + αij) ≤ xj(k) .Soit la ontrainte suivante sur les séries de Max

in Jγ, δK as-soiées aux transitions:
γ−αij δ−τij xi � xj . (3)Dans [1℄, il a été proposé une approhe permettantde synthétiser le plus grand préompensateur tel qu'uneunique ontrainte temporelle soit respetée et tel que lesystème orrigé ne soit pas plus lent que le système nom-inal. Dans e qui suit, nous étendons es travaux en deuxpoints:

• d'une part, pour permettre la prise en ompte deplusieurs ontraintes temporelles,
• d'autre part, le préompensateur proposé ii peut pren-dre en ompte le fait que ertaines entrées soient non om-mandables (i.e. leurs dates de tir ne peuvent pas être mod-i�ées).B. Prise en ompte des ontraintes temporellesSelon l'inégalité (3), les ontraintes temporelles τij im-posées à ertains hemins d'un GET peuvent se traduirepar une inégalité sur le veteur d'état du système orrigé
Xc:

∆Xc � Xc, ∀V, (4)où ∆ ∈ Max
in Jγ, δKn×n est tel que:

[∆]ji =







γ−αij δ−τij
s'il existe une ontraintesur le hemin xj → xi,

ε sinon.Proposition 1: Le plus grand préompensateur P tel quele système orrigé respete la ou les ontrainte(s) tem-porelle(s) spéi�ée(s) par ∆ et tel que son transfert soitinférieur à Gref , est la plus grande solution de:
P �

Gref

H
∧

A∗BP

∆A∗B
∧ Pr+(P) . (5)Proof: Développons l'inéquation (4):

∆Xc � Xc ,

⇐⇒ ∆A∗BPV � A∗BPV ∀V,

⇐⇒ ∆A∗BP � A∗BP .Or d'après la théorie de la résiduation, ax � b ⇔ x � a�b.Ainsi l'inéquation préédente est équivalente à
P �

A∗BP

∆A∗B
. (6)



Le préompensateur doit être ausal pour être réalisable:
P = Pr+(P). Or on véri�e aisément que Pr+(P) � P,don on peut onsidérer la relation suivante omme uneontrainte sur P :

P � Pr+(P) . (7)En résumé, en onsidérant (6) et (7) et que HP �
Gref ⇔ P � H�Gref , on obtient (5).C. Prise en ompte d'entrées non ommandablesOn quali�e de ommandable une transition d'entrée d'unGET dont on peut modi�er les dates de tir; elle est ditenon ommandable dans le as ontraire.On partitionne l'ensemble des entrées {ui} en M (sous-ensemble des entrées ommandables) et M (sous-ensembledes entrées non ommandables).
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UFig. 2Entrées ommandables et non ommandablesLa �gure 2 shématise le prinipe de fontionnement dusystème orrigé. L'objetif est de synthétiser un préom-pensateur qui n'agit pas sur les entrées non ommandables.Ainsi, les onsignes vj en entrée du préompensateur Pave j ∈ M , sont telles que uj = vj (la onsigne est ap-pliquée sans être modi�ée pour les entrées non ommand-ables).Soit D ∈ Max
in Jγ, δKm×m tel que Dii = e si i ∈ M , Dij =

ε sinon. Pour respeter le aratère non ommandable deertaines entrées, on herhe P tel que DU = DV ∀V ,i.e. DPV = DV ∀V , autrement dit on herhe P tel que
DP = D. Un tel orreteur sera dit appliable vis-à-vis dela matrie D.Proposition 2: Un orreteur appliable vis-à-vis d'unematrie D véri�e:

P �
D

D
, (8)

P � D . (9)Proof: On remarque que D � Id et D2 = D. Onmontre l'équivalene: DP = D ⇐⇒ D � P �
D

D
.

⇒

DP = D ⇐⇒

{
DP � D,

D � DP,

=⇒

{

P �
D

D
,

D � DP � P ar D � Id.
⇐

D � P �
D

D
=⇒ D2

︸︷︷︸

=D

� DP � D
D

D
︸ ︷︷ ︸

=D

,

=⇒ DP = P .

D. Synthèse de la ommandeOn herhe le plus grand préompensateur P réalisable,appliable (voir proposition 2) vis-à-vis d'une matrie D,tel que le système orrigé respete la ou les ontrainte(s)temporelle(s) spéi�ée(s) par ∆ et tel que son transfert soitinférieur à Gref (voir proposition 1). Plus formellement,d'après (5), (8) et (9), le préompensateur P attendu doitvéri�er le système suivant:
{

P �
Gref

H
∧

A∗BP

∆A∗B
∧ Pr+(P) ∧

D

D
,

P � D .
(10)Si on alule un préompensateur P respetant (10),alors le système orrigé obtenu est au moins aussi rapideque le modèle de référene de transfert Gref , mais re-spetera la ou les ontrainte(s) temporelle(s) dé�nies dans

∆, sans intervenir sur les éventuelles entrées non ommand-ables dé�nies dans D.Proposition 3: Si la suite y0, y1, . . . , dé�nie par
y0 =

Gref

H
∧

D

D

yk+1 =
A∗Byk

∆A∗B
∧ Pr+(yk) ∧ ykonverge en un nombre �ni kf d'itérations et que ykf

� D,alors ykf
est le plus grand préompensateur solution de(10).Proof: On peut déomposer le système (10) de lamanière suivante: x � f(x), où x est l'inonnue et orre-spond ii à P , et f : f(x) = h(x) ∧ w ave:

w =
Gref

H
∧

D

D
,

h(x) =
A∗Bx

∆A∗B
∧ Pr+(x ) .Alors le théorème 1 nous fournit, si l'algorithme onvergeet que la solution trouvée est supérieure à D, le plus grand

P répondant à tous les ritères.Remarques 3:3.1 À notre onnaissane, l'appliation h onsidérée nepossède pas de propriété su�sante pour garantir laonvergene de la suite y.3.2 la suite préédente peut être utilisée pour les sys-tèmes totalement ommandables en prenant simple-ment D = εm×m (les ontraintes (8) et (9) sont alorstoujours véri�ées).IV. ExempleNous illustrons notre démarhe au travers d'un exempleonsidéré dans [1℄ et inspiré du problème réel étudié dans[7℄, en s'astreignant ii à des hypothèses plus réalistes. LeGET de la �gure 3 représente un il�t au sein d'un systèmede prodution ontenant un four (plae x1 → x2) ayantune apaité de 3 pièes et un temps de uisson de 3 unitésde temps (u.t.), suivi d'un tampon de déhargement de3 plaes muni d'un onvoyeur (temps de transport 4 u.t.).
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Fig. 3Exemple de GET ave ontrainte temporelle.L'entrée u1 symbolise l'entrée de pièes dans l'il�t. L'entrée
u2 représente l'évauation d'une pièe prise dans le tamponde déhargement.Pour e système, on souhaite que les pièes ne restentpas dans le four plus que le temps de uisson (soit 3 u.t.).De plus, on onsidère que l'évauation des pièes du bu�ern'est pas ommandable: on ne peut pas in�uer sur la traje-toire de tir de l'entrée u2. On hoisit d'aepter un retardde 3 u.t. sur les sorties par rapport au système nominal:on prend omme modèle de référene Gref = δ3H .Tout d'abord, mettons en équation e GET:

X =





ε γ4 ε

δ3 ε γ3

ε δ4 ε



 X ⊕





e ε

ε ε

ε e



U ,

Y =
(

ε ε e

)
X .D'où

H =
(

δ7[γ3δ4]∗ [γ3δ4]∗
)

,

Gref =
(

δ10[γ3δ4]∗ δ3[γ3δ4]∗
)

.Compte tenu de la ontrainte temporelle de uisson etdu fait que l'entrée u2 n'est pas ommandable, les matries
∆ et D sont dé�nies par

∆ =





ε δ−3 ε

ε ε ε

ε ε ε



 ,

D =

(
ε ε

ε e

)

.L'algorithme onverge en une itération:
y0 =

Gref

H
∧

D

D
=

„

δ3[γ3δ4]∗ δ−4[γ3δ4]∗

ε e

«

,

y1 =
A∗B

∆A∗By0

∧ Pr+(y0) ∧ y0 =

„

δ3[γ3δ4]∗ γ3[γ3δ4]∗

ε e

«

,

y2 =
A∗B

∆A∗By1

∧ Pr+(y1) ∧ y1 =

„

δ3[γ3δ4]∗ γ3[γ3δ4]∗

ε e

«

= y1 .D'où
P =

(
δ3[γ3δ4]∗ γ3[γ3δ4]∗

ε e

)

.

P est bien solution de notre problème, puisque P � D.Une réalisation de e préompensateur est donnée par la�gure 4.
v1 3

v2 u2

u1

4

Fig. 4Préompensateur pour le GET de la figure 3On remarque que le préompensateur n'in�uene pasl'entrée u2. Le système préompensé est au moins aussirapide que le modèle de référene:
HP =

(
δ10[γ3δ4]∗ e ⊕ γ3δ7[γ3δ4]∗

)
� Gref .V. ConlusionLa démarhe proposée dans e papier permet de alulerune loi de ommande de type préompensation pour unSED pouvant être représenté par un GET. Ensemble, lesystème et son orreteur ainsi alulé sont au moins aussirapides que le modèle de référene hoisi au préalable. Deplus, on s'assure de limiter les temps de séjour des jetonsdans ertains hemins du GET. D'autre part, la loi deommande prend en ompte le as d'éventuelles entréesnon ommandables.L'exemple numérique proposé a été mis en oeuvre àl'aide de la boîte à outils MinMaxGD2 [6, Annexes℄pour le logiiel de alul numérique Silab3, permet-tant de manipuler les séries réalisables dans le dioïde

Max
in Jγ, δK. Les sripts sont disponibles à l'adressehttp://aurelien.orreia.free.fr. Ces outils rendentaisée l'expérimentation de la ommande proposée sur toutsystème modélisé par un GET. Jusque-là, les expérimen-tations ont été réalisées seulement pour des systèmes detaille raisonnable (GET ontenant moins d'une vingtainede transitions), et la suite de alul de la ommande (propo-sition 3) a toujours onvergé rapidement (moins de inqitérations). Le présent papier ouvre plusieurs perspetivesde travail. Parmi elles-i, l'expérimentation de la méthodeproposée sur des systèmes réels de taille importante devraêtre envisagée. Sur un plan théorique, il serait intéressantde mettre à jour des onditions su�santes pour garantir laonvergene de la suite de alul de la ommande.Référenes[1℄ Sébastien Lahaye, Bertrand Cotteneau, et Aurélien Corréïa.Commande de graphes d'événements temporisés ave ontrainte

2http://www.istia.univ-angers.fr/~hardouin/outils.html.
3http://www.silab.org.
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